PROCEEDINGS  OF  SYMPOSIUM  ON  COMPUTER  GEOMETRY  SCG ’ 2004,  VOLUME 13,

          pp. xy -xz

PRIESEČNÍKY  ČIAR
Dagmar Szarková1, Jozef Zámožík2
1SjF STU Bratislava, Nám. slobody 17, 812 31  Bratislava, SR, e-mail: dagmar.szarkova@stuba.sk
2MtF STU Bratislava, Paulínska 16, 917 24  Trnava, SR, e-mail: zamo@zoznam.sk
Abstrakt:  V príspevku sú uvedené dve metódy  riešenia úlohy o priesečníkoch rovinných čiar. Predložené metódy sú použiteľné aj na hľadanie reálnych koreňov pre širokú triedu rovníc.
Kľúčové slová:  čiara daná parametricky a implicitne, graf funkcie, priesečník čiar, uzlový bod
Úvod

Pri numerickom riešenie rovníc sme už na strednej škole vnímali, že možno obísť ťažkosti spojené buď s veľmi náročným teoretickým prístupom k problematike alebo priamo s absenciou metód na hľadanie koreňov rovníc. Jeden z autorov tohto textu si spomína, že už v septime pred mnohými rokmi sa naučil deklamovať text: „Regula falsi je jeden zo spôsobov, pomocou ktoré sa môžeme priblížiť k riešeniu koreňov rovnice natoľko blízko, nakoľko sami chceme.“
Je skutočne pravda, že numerické riešenie, zväčša podporené geometriou, dáva uspokojivé výsledky. Pán prof. Š. Schwarz vo svojej nádhernej knihe Základy náuky o riešení rovníc (SAV, Bratislava 1968, II. doplnené vyd.) napriek značnému rozsahu venovanému v prvom rade riešeniu algebraických rovníc, podal obšírny výklad numerického i grafického riešenia. V podtexte však cítiť, že takéto prístupy sú často ťažkopádne, neprehľadné alebo vyžadujú veľký objem mechanického počítania. 

Počítačová éra veľmi uľahčila metódy numerického riešenia. Algoritmy numerických metód prepísané do počítačovej reči sú bežne prístupné okruhu záujemcov.
1. Metóda hľadania priesečníkov čiar k a  l daných parametricky
Pod hľadaním priesečníkov budeme rozumieť hľadanie jeho súradníc. 

Algoritmus 1

Čiaru k nahradíme lomenou čiarou so zvoleným počtom  m vrcholov  P1, P2, ... , Pm.

Čiaru l nahradíme lomenou čiarou so zvoleným počtom  n vrcholov Q1, Q2, ... , Qn (obr. 1a).
for i = 1 to m step 1: if i = 1 then P1 goto 1

Pi-1Pi  »úsečka«
for j = 1 to n step 1: if j = 1 then Q1 goto 2

Qj-1Qj  »úsečka«
if  Pi-1Pi  
[image: image1.wmf]Ç

 Qj-1Qj = Rk  then  » oblúky Pi-1Pi a Qj-1Qj nahradíme lomenými čiarami (obr. 1b) opäť so zvoleným (a podľa typu úlohy relativizovaným) počtom vrcholov. Vnorením algoritmu 1 hľadáme priesečníky úsečiek lomených čiar, ktoré sú približným riešením úlohy v oblasti oblúkov Pi-1Pi  a  Qj-1Qj « *)
2  next

1  next
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*) Spresnenie polohy priesečníka dosiahneme pomocou rekurzívnych vnorení algoritmu 1 toľko k-krát, aby riešením bol taký bod Rk, že 
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 t. j. absolútna hodnota rozdielu riešení z dvoch vnorení za sebou bude menšia, ako vopred zvolená presnosť ( > 0 . V praktických úlohách (pre rozmer plochy poľa 10x10j) sme zvyčajne volili 100x100 bodov (t.j. 100 bodov na každej danej čiare). V „školských príkladoch“ s jedným rekurzívnym vnorením algoritmu bola presnosť uspokojivá už pri voľbe 40x40 bodov.
Napokon optimalizácia programu je jednoduchá. Podľa toho, ako sa čiara zobrazí, zvýšime resp. znížime počet bodov čiary tak, aby sa zobrazila ako „hladká“ čiara a nie ako polygón.
Príklad:  Súradnice priesečníkov sínusoidy  
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a elipsy   
[image: image5.wmf]]

π

2

,

0

[

,

sin

2

,

cos

4

Î

=

=

t

t

y

t

x


boli hľadané pri voľbe 50 bodov na každej danej čiare (obr. 2).

	1. priesečník:  x=  2.77,  y=  1.44

2. priesečník:  x=  0.52,  y=  1.98

3. priesečník:  x= -3.41,  y=  1.05

4. priesečník:  x= -2.77,  y= -1.44
5. priesečník:  x= -0.52,  y= -1.98
6. priesečník:  x=  3.41,  y= -1.05
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	Obr. 2  Priesečníky elipsy a sínusoidy**)


**) Pre obidve čiary sme ponechali rovnaké označenie parametrov.

Príklad.  Kubika s rovnicami
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má dvojnásobný bod. Na určenie jeho súradníc sme použili metódu hľadania súradníc priesečníkov čiar takto: krivku vhodne rozdelíme na dve disjunktné časti tak, aby obidve prechádzali dvojnásobným bodom. Na obr. 3 čiarkovaná časť krivky je pre parameter      t ( [–1.5, 0], druhá - plná čiara je pre t ( [0, 1.5]. Sú to dve „rôzne“ krivky a súradnice priesečníka sme vyhľadali algoritmom 1 uvedeným vyššie.
                                                                                                    1. priesečník:  x= -0.50,  y=  -0.00
2. priesečník:  x= -0.33,  y=  -0.00
3. priesečník:  x=  2.00,  y=  -0.00
[0.25,1.78]                                            4. priesečník:  x=  3.00,  y=    0.00
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                            Obr. 3                                                               Obr.4
Algoritmus 1 môžeme použiť aj v príkladoch z oblasti riešenia rovníc.

Príklad: Riešte rovnicu
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Pri riešení treba hľadať korene tejto (nie reciprokej) rovnice (riešenie: 2, 3, –1/2, –1/3). Priame riešenie vyžaduje znalosť predpokladov na riešenie istej triedy rovníc. U niektorých rovníc však môžeme s výhodou nájsť korene s využitím algoritmu 1 na hľadanie priesečníkov čiar daných parametricky. Reálne korene sú totiž x-ové súradnice priesečníkov čiary danej funkciou na ľavej strane rovnice s osou x. Čiara má parametrické rovnice
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a os x rovnice

x = t

y = 0 .

x-ové súradnice priesečníkov týchto čiar sú koreňmi pôvodnej rovnice. Volili sme porovnateľnú presnosť v [4] s našim výpočtom pre 100x100 bodov v algoritme 1. (Graf je upravený pre znížené „výšky y-ových súradníc“ vzhľadom na profil okna, obr. 4). 


Príklad: Korene rovnice 
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sú 
[image: image13.wmf]3

,

5

.

2

2

1

=

-

=

x

x

. 
Pretože funkcia na ľavej strane nie je definovaná pre x ( 
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2

,

5

.

1

(

-

 rozdelili sme graf na dve časti pre x (
[image: image15.wmf]]

5

.

1

,

(

-

-¥

 a x ( 
[image: image16.wmf])

,

2

[

¥

. Graf funkcie na ľavej strane rovnice a os x sme prepísali (ako v predchádzajúcom prípade) do parametrického tvaru a riešili pre čiastkové intervaly
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. Na každom intervale sme v algoritme volili 50x50 bodov (obr. 5). Numerické riešenie tohoto príkladu je v [4, str. 139].

2. Metóda hľadania priesečníkov čiary danej implicitne s čiarou danou parametricky
Poznámka: Pri riešení tejto úlohy je výhodné poznať čiaru  F(x, y) = 0 ,  ktorú zobrazíme prehliadačom pixelov v zadanom okne.

Algoritmus je založený na tom, že čiara F(x, y) = 0  rozdeľuje rovinu na tri disjunktné časti: 
a) ak F(x, y) = 0, body ležia na čiare, 
b) ak F(x, y) < 0, hovoríme o vnútorných bodoch v rovine vzhľadom na čiaru, 
c) ak F(x, y) > 0, hovoríme o vonkajších bodoch.
Algoritmus 2
Čiara k je daná implicitnou rovnicou F(x, y) = 0 a čiara l je zadaná parametricky.

Na čiare l zvolíme postupnosť n bodov Q1, Q2, ... , Qn..(spravidla predpokladáme, že Q1 a Qn  sú krajné body čiary l.)
for i = 1 to n step 1   » dosadíme súradnice xi, yi bodu Qi čiary l  do F(x, y) «
if F(xi, yi) = 0  then  [xi, yi] = ’priesečník ’ goto 1

if i = 1 then  P1 = [x1, y1]  goto 1

zn = F(xi – 1, yi - 1)*F(xi, yi)

if zn > 0  then 1    » obidva body sú buď vonkajšie alebo vnútorné «
if zn < 0              » medzi bodmi Qi-1 a Qi existuje aspoň jeden priesečník. Na oblúku     Qi-1Qi zvolíme postupnosť p bodov (napr. p = 40). Vnorením algoritmu 2 vyhľadáme priesečníky oblúka Qi-1Qi a čiary k , ktoré sú približným riešením úlohy v oblasti oblúka Qi-1Qi. «
1    next i

Poznámka: Presnosť výpočtu opäť závisí od hustoty bodov Qi ako v predchádzajúcom odseku.
Príklad: Daná je parabola 
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Parabolu vyjadríme v parametrickom tvare  
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	1. priesečník:  x= -1.88,  y=  3.55

2. priesečník:  x= -1.83,  y=  3.34

3. priesečník:  x= -1.20,  y=  1.43

4. priesečník:  x=  1.20,  y=  1.43

5. priesečník:  x=  1.83,  y=  3.34
6. priesečník:  x=  1.88,  y=  3.55
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Obr. 6


Oblúk paraboly (obr. 6) bol zvolený s hustotou 100 bodov, pre parameter 
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. Graf krivky danej implicitne je výrezom z obr. 7 z nasledujúceho príkladu zobrazeným na intervale [–3.5, 3.5]x[–2, 4.5] .

Príklad: Daná je priamka 
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Priamku vyjadríme v parametrickom tvare 
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Na úsečke sme zvolili 100 bodov a parameter 
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. Krivka na obr. 7 je zobrazená na intervale [–5, 5]x[–5, 5] .
	  1. priesečník:  x= -4.84,  y= -4.84

  2. priesečník:  x= -4.49,  y= -4.49

  3. priesečník:  x= -4.22,  y= -4.22

  4. priesečník:  x= -3.61,  y= -3.61

  5. priesečník:  x= -3.49,  y= -3.49

  6. priesečník:  x= -2.61,  y= -2.61
  7. priesečník:  x= -2.34,  y= -2.34
  8. priesečník:  x= -1.34,  y= -1.34

  9. priesečník:  x=  1.34,  y=  1.34

10. priesečník:  x=  2.34,  y=  2.34

11. priesečník:  x=  2.61,  y=  2.61

12. priesečník:  x=  3.49,  y=  3.49

13. priesečník:  x=  3.61,  y=  3.61

14. priesečník:  x=  4.22,  y=  4.22

15. priesečník:  x=  4.49,  y=  4.49

16. priesečník:  x=  4.84,  y=  4.84
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	Obr. 7


Záver

Ukážky uvedených príkladov naznačujú rozpätie možností výberu riešení. Nebolo účelom algoritmami, ani príkladmi odvádzať pozornosť od teoretických riešení problematiky. Širšie sa zaoberáme rôznou problematikou počítačovej geometrie v [7].
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Summary
There are two methods for solving the problem of the intersection of plane curves introduced in this paper. Presented methods are useful also for searching real roots for a wide range of equations. The size of the area which is chooser can have on affect on the amount of solutions obtained, as seen in the figures in the examples.[image: image28.png]
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1. priesečník:  x= -2.50,  y=  0.00


2. priesečník:  x=   3.00,  y=  0.00
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